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38 面積（１） 

323 

(1) 

lの方程式 

 lの 1C ： 2xy = 上の接点の座標を ( )2, tt  ・・・① とすると， 

lの方程式は， ( ) 22 ttxty +-= より， 22 ttxy -=  ・・・② と表される。 

 22 ttxy -= は 2C ： 1562 +-= xxy とも接するから，それらの共有点の x座標を求める方

程式 22 2156 ttxxx -=+-  すなわち ( ) 01532 22 =+++- txtx  ・・・③ は重解をもつ。 

よって，判別式をDとすると 0=D  

 これと， ( ) ( )16153
4

22 -=--+= tttD
より， 1=t  

 これを②に代入し， lの方程式を求めると， 12 -= xy  ・・・（答） 

1C ， 2C および lの図示 

 lと 1C の接点の座標は，①に 1=t を代入することにより， ( )1,1  

lと 2C の接点の x座標は，③に 1=t を代入し，解を求めることにより， 4=x  

これを lの方程式 12 -= xy に代入し，接点の y座標を求めると， 7=y  

よって， lと 2C の接点の座標は ( )7,4  

また， 1C と 2C の共有点の x座標は， 15622 +-= xxx の解より，
2
5

=x  

よって， 1C と 2C の共有点の x座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ

4
25,

2
5  

これと 2C ： ( ) 63156 22 +-=+-= xxxy より，次図のようになる。 
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(2) 

 (1)の図より， 
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 xxy -= 2 と mxy = の共有点の x座標 

  mxxx =-2 すなわち ( ) 01 =-- mxx より， 1,0 += mx  

 xxy -= 2 と nxy = の共有点の x座標 
  同様にして， 1,0 += nx  

 よって， xxy -= 2 と 2 直線 mxy = ， nxy = とで囲まれる部分の面積を積分により求めると， 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }( ) ( )( ) ( ){ }
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 これと条件より， ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } 371111 22 =++++++- nnmmnm  

 0>> nm より， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 012111111 2222 >++++++=--++++++ nmnnmnmnnmm  

 \ ( ) ( )( ) ( ) 01111 22 >->++++++ nmnnmm  

 これと，37 が素数であることとから， 

 1=- nm  ・・・① 

( ) ( )( ) ( ) 371111 22 =++++++ nnmm  ・・・② 

①より， mn =+1  

これを②に代入し， 1+n を消去すると， ( ) ( ) 3711 22 =++++ mmmm  
両辺を整理し，因数分解すると， ( )( ) 0343 =-+ mm  

よって， 0>m より， 3=m  

これと①より， 2=n  
以上より， ( ) ( )2,3, =nm  
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kの値 

 ( )( )41452 2 --=+-= xxxxy より， 

 1<x または x<4 のとき ( )45
2
1 2 +-= xxy  

41 ££ x のとき ( )
8
9

2
5

2
145

2
1 2

2 -÷
ø
ö

ç
è
æ --=+--= xxxy  

 よって，曲線C： 452 2 +-= xxy のグラフは次図青色実線のようになる。 

 ゆえに，曲線Cと直線 l： kxy = ( )0>k が 3 個の共有点をもつとき， 

 直線 lは， x座標が 41 ££ x の範囲で，曲線Cと接する。 

 よって，接点の x座標は ( )45
2
1 2 +--= xxkx ( )41 ££ x の重解である。 

 ( )45
2
1 2 +--= xxkx の両辺を 2 倍し， xについて整理すると， ( ) 04522 =+-+ xkx  

 重解をa とすると，解と係数の関係より， 522 +-= ka  
2
5

+-=\ ka  

 41 ££a より， 4
2
51 £+-£ k  

2
3

2
3

££-\ k  

 これと 0>k より，
2
30 £< k  ・・・① 

判別式をDとすると，重解条件より， 0=D  

 これと ( ) ( ){ } ( ){ } ( )( )92124524521652 2 --=--+-=--= kkkkkD より， 
 ( )( ) 09212 =-- kk  ・・・② 

 ①かつ②より，
2
1

=k  ・・・（答） 
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面積 

 ( )45
2
1 2 +-= xxy と xy

2
1

= とで囲まれた部分の面積をT  

 ( )45
2
1 2 +-= xxy と x軸とで囲まれた部分の面積を Sとすると， 

 ( )45
2
1 2 +-= xxy と ( )45

2
1 2 +--= xxy は x軸に関して対称だから， 

 求める面積は ST 2-  ・・・③ 

 Tについて 

  ( )45
2
1 2 +-= xxy と xy

2
1

= の共有点の x座標 

  ( ) xxx
2
145

2
1 2 =+- より， ( ) 046

2
1 2 =+- xx  53 ±=\ x  

  よって， ( ) ( ) ( ){ }
3

510
12

535345
2
1

2
1

3
53

53

2 =
--+

=
þ
ý
ü

î
í
ì +--= ò

+

-
dxxxxT  ・・・④ 

 Sについて 

  ( ) ( )
4
9

12
1445

2
10

34

1

2 =
-

=
þ
ý
ü

î
í
ì +--ò dxxx  ・・・⑤ 

 ④と⑤を③に代入することにより，
6

27520 -  
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より， 
2,1,1 -<<-< yxx のとき 

 1212 £--- yx  すなわち 42 -³ xy  
2,1,1 -³<-< yxx のとき 

 1212 £++- yx  すなわち 2xy -£  
2,11 -<££- yx のとき 

 1212 £--+- yx  すなわち 22 --³ xy  
2,11 -³££- yx のとき 

 1212 £+++- yx  すなわち 22 -£ xy  

よって，領域Dは下図のようになる。 

ただし，境界線を含む。 
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 42 -= xy 上の点を ( )4, 2 -tt ， 2xy -= 上の点を ( )2, tt - とすると， 

 中点の座標は
( ) ( )2,

2
4,

2

22
-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ -+-+ ttttt
である。 

 よって，中点の軌跡は 2-=y  

 ゆえに， 42 -= xy と 2xy -= は 2-=y に関して対称である。 

 同様に， 22 -= xy と 22 --= xy も 2-=y に関して対称である。 

 よって，求める面積は領域Dの 20 ££ x かつ 2-³y の部分の面積の 4 倍である。 

 したがって，求める面積を Sとすると， 
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(1) 

解法 1 
 円 1C の半径は 1 だから，△ABP について， 1AP = ， 2AB = ， °=Ð 90APB より， °=Ð 60PAB  

 よって，P から y軸に下ろした垂線の足を H とすると， 

2
360sinAPPH =°= ，

2
160cosAPAH =°=  

これと，PH は x軸と平行であることから，P ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

2
1,

2
3  

同様にして，Q ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

2
1,

2
3  

解法 2 
 円 1C の半径は 1 だから，△ABP について， 1AP = ， 2AB = ， °=Ð 90APB より， °=Ð 30ABP  

 よって，直線 BP の方程式は，切片 1- ，傾き 360tan =° より， 13 -= xy  

 円 1C の方程式は，条件より， ( ) 11 22 =-+ yx だから，これに 13 -= xy を代入し， 

yを消去し， xについて整理，因数分解すると， ( ) 032
2
=-x  

よって，P の x座標は
2
3  

これと，P が 13 -= xy 上の点であることから，
2
1

=y  \P ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

2
1,

2
3  

同様にして，Q ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

2
1,

2
3  

(2) 
 P と Q は x軸に関して対称だから，放物線 2C は x軸に関して対称である。 

 すなわち 2C は y軸を軸とする放物線である。 

 したがって， 2C の方程式は，定数 a ( )0¹a とbを使って， baxy += 2 と表せる。 

 baxy += 2 は点 P を通ることから， ba +=
4
3

2
1

 ・・・① 

 baxy += 2 の点 P における傾きは直線 BP の傾きすなわち 3 と等しいことから， 

 3
2
32 =×a  1=\a  ・・・② 

 ①，②より，
4
1,1 -== ba  

 よって， 2C の方程式は
4
12 -= xy  
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(3) 

 放物線 2C すなわち
4
12 -= xy 上の任意の点を T ÷

ø
ö

ç
è
æ -

4
1, 2tt とすると， 
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 より， 

 1AT ³  

 よって，題意が成り立つ。 

(4) 

 下図斜線部で示した領域（ただし，境界線を含む）の面積を求めればよい。 

 

x

y

O

PQ

A

B

H

C2 C1

3√
2  - 3√

2  

1
2 

1 

- 1 

- 1
4 

120°

1 



2017 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

13 

 扇形 APQ から△APQ を除いた部分の面積 
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 よって，求める面積は， ÷
÷
ø
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ç
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è

æ
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4
3
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3 p

より，
34

33 p
-  

328 

解法 1 

 直線 lと放物線 Cの共有点を ( )2, aa ， ( )2, bb （ただし， ab > ）とすると， 

 直線 lの方程式は ( ) 2
22

aa
ab
ab

+-
-
-

= xy  すなわち ( ) abba -+= xy  ・・・① 

 また， ( ){ } 362 =--+ò
b

a
abba dxxx より，

( ) 36
6

3

=
-ab  

よって， 6=-ab  すなわち 6+=ab  ・・・② 

②を①に代入し，a について整理すると， ( ) 06322 =+--- yxx aa  

これをa の 2 次方程式とみなし，判別式をDとすると，実数解条件より， 0³D  

これと、 ( ) yxyxxD
-+=-+-= 963

4
22 より， 092 ³-+ yx  

よって，直線 lが通る点の存在範囲は 92 +£ xy  

解法 2 数学Ⅲ 

 ①，②より， ( ) aaa 632 2 --+= xy  ・・・③ 
( )xfy = 上の任意の点 ( ) ( ) ( )( )aa yxyx ,, = における接線が③で表されるとすると， 

( ) ( ) ( )( )aa yxyx ,, = における接線の傾きすなわち
dx
dy

が③の傾き ( )32 +a と等しいから， 

( )

( )
( )
( ) ( )32 +=
¢
¢

== a
a
a

a
a
a
a

x
y

d
dx
d
dy

dx
dy

 \ ( ) ( ) ( )aaa xy ¢+=¢ 32  ・・・④ 
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( ) ( )( )aa yx , は ( ) aaa 632 2 --+= xy 上の点だから， ( ) ( ) ( ) aaaaa 632 2 --+= xy  
この両辺をa で微分すると， ( ) ( ) ( ) ( ) 62322 --¢++=¢ aaaaa xxy  ・・・⑤ 

⑤に④を代入すると， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 6232232 --¢++=¢+ aaaaaa xxx より， 

( ) 3+=aax  ・・・⑥ 

⑥を③に代入すると， 

( ) ( )

( )
( ) 9

93

186

632

2

2

2

22

+=

++=

++=

--+=

a

a

aa

aaaa

x

y

　　

　　

　　
 

よって， ( )xfy = の方程式は 92 += xy  

92 += xy は下に凸だから，③が通る範囲は 92 +£ xy  

 

x

y

O

y = x2 + 9 

9 
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解法 1 

 ( ) 32 243 txty --= について，xを定数，tを変数と見なし，右辺を tについて整理すると， 

xxtty 432 23 -+-= より， ( )xttxtty --=+-=¢ 666 2  
21 ££ t における yの増減を調べると， 

(i) 21 ££ x のとき 

 

16842
0

21

3 -¯---
-+¢

xxxxy
y

xt 

 

 よって， yの最大値は xx 43 -  
 yの最小値については， ( ) 1492168 -=---- xxx より， 

 
9

141 ££ x のとき 168 -x ， 2
9

14
££ x のとき 2--x  

 よって， yがとる値の範囲は， 

9
141 ££ x のとき xxyx 4168 3 -££-  ・・・① 

2
9

14
££ x のとき xxyx 42 3 -££--  ・・・② 

 (ii) 
9
202 £< x のとき 

  

1682

21

---
+¢

xxy
y
t 

 

  よって，
9
202 £< x のとき yがとる値の範囲は， 1682 -££-- xyx  ・・・③ 

 また， xxy 43 -= の 21 ££ x における増減は， 43 2 -=¢ xy より，下図のようになる。 

  

0
9

3163

0

2
3

321

-¯-

+-¢

y

y

x 

 

 以上より，①～③の表す領域は次図のようになる。 
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よって，求める面積は， 

△ABC の面積＋ xxy 43 -= と 168 -= xy と 1=x で囲まれた部分の面積 

より， 
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解法 2 

 ( ) 32 243 txty --= を tの方程式とみると， 0432 23 =++- yxxtt  

 これが 21 ££ t において少なくとも 1 つの実数解をもつための条件を求めることと 

( ) yxxtttf ++-= 432 23 とおいて，曲線 ( )tf が 21 ££ t において t軸と少なくとも 1 つの

共有点をもつための条件を求めることは同値である。 
そこで，後者から，その条件を求めると， ( ) ( )xtttf -=¢ 6 より， 

21 ££ x のとき 
( )tf の増減は次のようになる。 

( )
( ) yxyxxyxtf
tf

xt

+-¯++-++
+-¢

81642
0

21

3



 

最小値が 0 以下で最大値が 0 以上であればよいから， 

最小値 043 £++- yxx すなわち xxy 43 -£  
最大値については， ( ) 1498162 -=+--++ xyxyx より， 

9
141 ££ x のとき 0816 ³+- yx すなわち 168 -³ xy  

2
9

14
££ x のとき 02 ³++ yx  すなわち 2--³ xy  

以上より，満たすべき条件は， 

9
141 ££ x のとき xxyx 4168 3 -££-  ・・・① 

2
9

14
££ x のとき xxyx 42 3 -££--  ・・・② 

9
202 ££ x のとき 

( )tf の増減は次のようになる。 

yxyxy
y
t

+-¯++
-¢

8162

21 

 

  よって， 02 ³++ yx かつ 0816 £+- yx  すなわち 1682 -££-- xyx  ・・・③ 

 以後，解法 1 と同じ 
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 解法 3 数学Ⅲ 

( )xfy = 上の点 ( ) ( ) ( )( )tytxyx ,, = ( )21 ££ t における接線の方程式を ( ) 32 243 txty --=  

とすると， ( ) ( ) ( )( )tytxyx ,, = における接線の傾きすなわち
dx
dy

が 43 2 -t と等しいから， 

( )

( )
( )
( ) 43 2 -=
¢
¢

== t
tx
ty

dt
tdx

dt
tdy

dx
dy

より， ( ) ( ) ( )txtty ¢-=¢ 43 2  ・・・① 

 ( ) ( )( )tytx , は ( ) 32 243 txty --= 上の点だから， ( ) ( ) ( ) 32 243 ttxtty --=  ・・・② 

 ②の両辺を tで微分すると， ( ) ( ) ( ) ( ) 22 6436 ttxtttxty -¢-+=¢  ・・・③ 

 ①を③に代入すると， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 222 643643 ttxtttxtxt -¢-+=¢- より， ( )( ) 06 =- ttxt  
 21 ££ t だから， ( ) ttx =  ・・・④ 

 ④を②に代入し， tを消去すると， ( ) ( )( ) ( ) ( )txtxtxfty 43 -==  ( ) xxxfy 43 -==\  

 これと④より， ( ) xxxfy 43 -== （ 21 ££ x ）上の点 ( )ttt 4, 3 - における接線の方程式は 

 ( ) 32 243 txty --= である。 

 よって， ( ) 32 243 txty --= ( )21 ££ t が通過する様子を図で示すと次図のようになる。 

 

x

y

O

A

B

- 2 

2 

1 

- 16 

- 32
9  

y = 8x - 16 

y = x3 - 4x 

y = - x - 2 

14
9  

- 3 



2017 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

19 

 これに
9
20,1 == xx で囲まれた部分を加えると，下図のようになる。 

 よって， 

求める面積＝△ABC の面積＋ xxy 43 -= と 168 -= xy と 1=x で囲まれた部分の面積 

より， 

( ) ( ){ }
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þ
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330 

(1) 
 弧 PQ の長さが問題図の半円と同じで， x軸と点 ( )0,t で接する円の中心と半径は 

それぞれ ( )1,t ，1 である。したがって，その方程式は ( ) ( ) 11 22 =-+- ytx  ・・・① 

また，中心が O で点 A，B を通る円の方程式は 122 =+ yx  ・・・② 

点 P，Q の座標は①と②の連立方程式の解だから， 

それら 2 点を通る図形の方程式は実数 kを用いて，② ´-k ①， 

すなわち ( ) ( ){ } kytxkyx -=-+--+ 11 2222 と表せる。 

これが直線を表すとき， 1=k より， 0122 2 =--+ tytx となる。 

よって，点 P，Q を通る直線の方程式は 0122 2 =--+ tytx  

 

 
 

x
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(2) 

解法 1 
 ( )yx, を弦 PQ 上の点とすると， ( )yx, が満たすべき条件は， 

 0122 2 =--+ tytx （ 11 ££- t ）・・・③ 

 122 £+ yx （ 0³y ） ・・・④ 

 ③を tについて整理し， tの 2 次方程式とすると， 01222 =+-- yxtt  ・・・⑤ 
 よって，( )yx, が弦PQ上の点ならば⑤は 11 ££- t を満たす実数解を少なくとも 1つもつ。 

これは ( ) ( ) 12122 222 +---=+--= yxxtyxtttf とおくと， 
 放物線 ( )tf が 11 ££- t において t軸と少なくとも 1 つの共有点をもつことと同値である。 

 そこで，このときに ( )yx, が満たす条件を求めと， 

 ④で， 22 10 xy -££ より， 11 ££- x だから，軸 xt = は 11 ££- t の範囲にある。 

 したがって，満たすべき条件は 

( ) 0122 £+--= yxxf かつ（ ( ) 01 ³-f または ( ) 01 ³f ） 

すなわち
2
1

2
1 2 +-³ xy  かつ（ 1+£ xy または 1+-£ xy ） ・・・⑥ 

よって，④かつ⑥の領域の面積を求めればよく， 

その領域は下図の青色斜線部と赤色斜線部が重なった部分（境界線を含む）である。 
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ゆえに，求める面積は， 
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解法 2 数学Ⅲ 
 ある関数 ( )xfy = 上の点 ( ) ( ) ( )( )tytxyx ,, = （ 11 ££- t ）における接線の方程式が 

0122 2 =--+ tytx  すなわち
2

12 +
+-=
ttxy であるとすると， 

( ) ( ) ( )( )tytxyx ,, = における接線の傾きすなわち
dx
dy

が t- と等しいから， 

( )

( )
( )
( ) t
tx
ty

dt
tdx

dt
tdy

dx
dy

-=
¢
¢

== より， ( ) ( )txtty ¢-=¢  ・・・① 

( ) ( )( )tytx , は
2

12 +
+-=
ttxy 上の点だから， ( ) ( )

2
12 +

+-=
tttxty  ・・・② 

②の両辺を tで微分すると， ( ) ( ) ( ) ttxttxty +¢--=¢  ・・・③ 

①を③に代入すると， ( ) ( ) ( ) ttxttxtxt +¢--=¢- より， ( )txt =  ・・・④ 

④を②に代入すると， ( ) ( ) ( )
2

12
2 +

+-=
txtxty より， ( ) ( )

2
1

2
1 2 +-= txty  

これと ( ) ( )( )txfty = より， 

( )( ) ( )
2
1

2
1 2 +-= txtxf  

ただし， 11 ££- t および④より， ( ) 11 ££- tx  

 よって，
2

12 +
+-=
ttxy ( )11 ££- t は， 

( )
2
1

2
1 2 +-= xxf ( )11 ££- x 上の点 ( )( )tft, ( )11 ££- t における接線を表す。 

よって，この接線が通る範囲を図示すると，次図のようになる。 
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弦 PQ 上の点は 122 £+ yx （ 0³y ）に存在するから， 

求めるべき面積は次図赤色斜線部の領域である。 

よって，その面積は 
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x2 + y2 = 1 y ≥ 0( )  


